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由双树复数小波变换的父系数及邻域系数实现图像去噪
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摘要：考虑二维双树复数小波变换（ＤＴＣＷＴ）具有良好的平移不变性和方向选择性，基于当前系数与父系数及邻域系数

间的关系，构造了 ＤＴＣＷＴ图像去噪阈值计算公式，提出了一种去噪方法，ＰＮＤＴＣＷＴ。该方法在对图像进行二维

ＤＴＣＷＴ变换后，利用阈值公式，根据当前系数和父系数及相邻系数计算收缩阈值，对当前系数进行去噪处理。最后，经

过二维ＤＴＣＷＴ反变换，得到去噪结果。实验结果表明，ＰＮＤＴＣＷＴ的噪声抑制效果明显优于各种基于ＤＷＴ的去噪方

法和其他ＤＴＣＷＴ去噪方法。与基于父系数的ＤＴＣＷＴ去噪方法相比，ＰＮＤＴＣＷ 的峰值信噪比（ＰＳＮＲ）平均提高了

０．５ｄＢ左右。从视觉效果来看，ＰＮＤＴＣＷ能在去噪的同时较好地保留图像细节，物体轮廓显得比较平滑，不存在传统

ＤＷＴ算法中的混淆现象。
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１　引　言

　　图像中不可避免地存在噪声
［１］。近年来，基

于离散小波变换（ＤＷＴ）的图像去噪方法对加性

高斯白噪声的去除取得了较好的效果［２３］。但是

传统的离散小波变换不具有位移不变性（非抽样

小波除外），在对图像去噪处理后会产生混淆现

象，并缺乏方向性。针对传统小波的局限性，

Ｋｉｎｇｓｂｕｒｙ提出了双树复数小波变换
［４７］（ＤＴＣ

ＷＴ）法。ＤＴＣＷＴ具有平移不变性、较好的方向

性和精确的相空间信息，其去噪效果明显优于可

分离二维离散小波变换［８１１］。

由于实际图像的小波系数之间具有较强的

相关性，选取好的系数概率分布模型来反映这种

相关性，能够取得更好的去噪效果［１２１３］。文献

［１４］提出了一种基于父系数的小波去噪方法，由

于没用到相邻系数的相关性，去噪效果无法进一

步提升。本文首先推导出基于父系数及邻域系数

的ＤＴＣＷＴ图像去噪阈值计算公式，然后提出一

种基于父系数及邻域系数的ＤＴＣＷＴ图像去噪

新方法ＰＮＤＴＣＷＴ。ＰＮＤＴＣＷＴ先对原始图像

进行ＤＴＣＷＴ变换，然后采用基于父系数及相邻

系数模值统计分布的层间和层内模型，根据阈值

公式计算出每个系数的最佳阈值，对每个高频图

像系数进行阈值去噪，最后将去噪系数进行

ＤＴＣＷＴ反变换得到去噪结果图像。实验结果表

明，ＰＮＤＴＣＷＴ对于图像去噪可取得比较好的

效果，优于目前常用的基于ＤＷＴ的去噪声方法。

２　双树复数小波变换的原理

　　 离散小波变换（ＤＷＴ）不符合 Ｎｙｑｕｉｓ采样

率，不具备平移不变性，同时ＤＷＴ的变换系数缺

乏良好的方向选择性。Ｋｉｎｇｓｂｕｒｙ等人提出了双

树复数小波变换（ＤＴＣＷＴ）来克服这两个问题。

对于二维双树复数小波变换：Ψ（狓，狔）＝Ψ（狓）Ψ

（狔），如果Ψ（狓）是复数，则有：

Ψ（狓，狔）＝［Ψ犺（狓）＋ｉΨ犵（狓）］［Ψ犺（狔）＋ｉΨ犵（狔）］＝

［Ψ犺（狓）Ψ犺（狔）－Ψ犵（狓）Ψ犵（狔）］＋

ｉ［Ψ犵（狓）Ψ犺（狔）＋Ψ犺（狓）Ψ犵（狔）］． （１）

双数复数小波变换可以通过两对滤波器组共

同作用在输入数据上来实现，如图１所示。它包

图１　二维双树复数小波变换

Ｆｉｇ．１　Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｄｕａｌｔｒｅｅｃｏｍｐｌｅｘｗａｖｅｌｅｔ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍ

含了两个平行的小波树，即树 Ａ和树Ｂ两个分

支，其中上部树Ａ的叠加滤波器组表示复数小波

变换的实部，下部树Ｂ的叠加滤波器组表示复数

小波变换的虚部。犺０（狀）和犺１（狀）表示共轭正交

滤波器对，犵０（狀）和犵１（狀）表示共轭积分滤波器

对。与滤波器对犺０（狀）、犺１（狀）相对应的实数值尺

度函数φ犺 和小波函数Ψ犺（狋）定义如下：

φ犺（狋）＝槡２∑
狀

犺０（狀）φ犺（２狋－狀）

Ψ犺（狋）＝槡２∑
狀

犺１（狀）φ犺（２狋－狀）

． （２）

同样地，与滤波器对犵０（狀）、犵１（狀）相对应的

实数值尺度函数φ犵（狋）和小波函数Ψ犵（狋）定义如

下：

φ犵（狋）＝槡２∑
狀

犵０（狀）φ犵（２狋－狀）

Ψ犵（狋）＝槡２∑
狀

犵１（狀）φ犵（２狋－狀）

． （３）

对第一层分解，如果两树滤波器之间的延迟

恰好是一个采样间隔，那么可以确保树Ｂ中第一
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层的二抽样正好采样到树 Ａ中因为二抽样所丢

失的采样值，这样就等价于没有进行二抽样；对于

以后的各层分解，为了保证两树在该层和所有前

层上产生的延迟差的总和相对于原始输入是一个

采样周期，两树对应的滤波器的相频响应之间应

有半个采样周期的群延迟，而且两个滤波器的幅

频响应相同。为了保证线性相位，采用双正交小

波变换，要求一树的滤波器为奇数长，另一树的滤

波器为偶数长。如果在每树的不同层次间交替采

用奇偶滤波器，则这两树就会呈现好的对称性。

ＤＴＣＷＴ可显著改善ＤＷＴ的平移敏感性和

方向选择性。二维ＤＴＣＷＴ产生了６个方向的

高频子图像，分别指向±１５°，±４５°和±７５°，具有

很强的方向性。二维 ＤＴＣＷＴ具有４∶１的冗

余，提高了纹理特征的抗干扰性。

３　基于父系数及邻域系数的ＤＴＣ

ＷＴ图像阈值计算

　　ＤＴＣＷＴ分解后，当前系数、父子系数和相邻

系数间有着较强的相关性，由父系数和相邻系数

决定的某一系数的概率密度函数被认为是高斯分

布［１１］，可用Ｂａｙｅｓ估计器通过邻接系数的估计值

来对当前系数进行估计。

若狑１ 代表当前系数值，狑２ 代表狑１ 的父系

数值，狑３ 代表狑１ 的相邻系数，则有：

狔＝狑＋狀， （４）

其中，狑＝（狑１，狑２，狑３），狔＝（狔１，狔２，狔３）和狀＝

（狀１，狀２，狀３）。

对给定的狔，狑的最大后验概率（ＭＡＰ）为：

狑^（狔）＝ａｒｇｍａｘ
狑
狆狑｜狔（狑｜狔）． （５）

根据概率公式，经过推导后，该式可改写为：

狑^（狔）＝ａｒｇｍａｘ
狑

［狆狔｜狑
（狔｜狑）·狆狑（狑）

狆狔（狔）
］＝

ａｒｇｍａｘ
狑

狆狀（狔－狑）·狆狑（狑）

狆狔（狔［ ］） ． （６）

根据Ｂａｙｅｓ法则，式（６）可用噪声的概率密度

和小波系数的先验概率密度来表示。因为噪声信

号为独立分布的高斯白噪声，其概率密度函数可

写为：

狆狀（狀）＝
１

（２π）
３／２
σ
３
狀

ｅｘｐ（－
狀２１＋狀

２
２＋狀

２
３

２σ
２
狀

）．（７）

计算小波系数的联合概率密度函数时，针对

二维情况（只考虑父系数和当前系数），将Ｃｏｒｅｌ

图２　小波系数的父子系数联合直方图

Ｆｉｇ．２　Ｊｏｉｎｔｐａｒｅｎｔｃｈｉｌｄｈｉｓｔｏｇｒａｍｏｆｗａｖｅｌｅｔｃｏｅｆ

ｆｉｃｉｅｎｔｓ

图库中的２００幅的图像进行直方图计算，得到的

结果如图２所示。根据图２可得系数三维概密函

数的近似表示为：

狆狑（狑）＝
３３
／２

４πσ
３ｅｘｐ（－

槡３
σ
狑２
１＋狑

２
２＋狑槡

２
３）．（８）

由于式（８）不能写成狑１、狑２ 和狑３ 的概率密

度函数的乘积，因此不相互独立。在式（６）右边取

对数可得：

　　^狑（狔）＝ａｒｇｍａｘ
狑

［ｌｏｇ（狆狀（狔－狑））＋

ｌｏｇ（狆狑（狑））－ｌｏｇ（狆狔（狔））］． （９）

设犳（狑）＝ｌｏｇ（狆狑（狑）），根据式（７），或（９）可

改写为：

狑^（狔）＝ａｒｇｍａｘ
狑

［－
（狔１－狑１）

２

２σ
２
狀

－
（狔２－狑２）

２

２σ
２
狀

－

（狔３－狑３）
２

２σ
２
狀

＋犳（狑）－ｌｏｇ（狆狔（狔））］． （１０）

如果狆狑（狑）是凸函数而且可微，即有：

狔犻－^狑犻

σ
２
狀

＋犳犻（^狑）＝０，犻＝１，２，３， （１１）

其中犳１、犳２ 和犳３ 表示犳（狑）分别对狑１、狑２ 和狑３

的偏微分函数。

根据式（８），犳（狑）可写为：

　　犳（狑）＝ｌｏｇ（
３３
／２

４πσ
３
）－槡
３

σ
狑２
１＋狑

２
２＋狑槡

２
３ ．（１２）

于是有：

犳犻（狑）＝－
槡３狑犻

σ 狑２
１＋狑

２
２＋狑槡

２
３

，犻＝１，２，３． （１３）

根据式（１１）和式（１３），对 ＭＡＰ的估计为：
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狑^犻＝狔犻－
槡３σ

２
狀^狑犻

σ 狑^２
１＋^狑

２
２＋^狑槡

２
３

≈狔犻－
槡３σ

２
狀狔犻

σ 狔
２
１＋狔

２
２＋狔槡

２
３

＝

（狔
２
１＋狔

２
２＋狔槡

２
３－
槡３σ

２
狀

σ
）·狔犻

狔
２
１＋狔

２
２＋狔槡

２
３

，犻＝１，２，３． （１４）

　　式（１４）中约等号成立是因为求的是信号幅值

的比值。当 狔
２
１＋狔

２
２＋狔槡

２
３＜
槡３σ

２
狀

σ
时，^狑犻＝０。于是

可得到当前系数基于父系数及相邻系数的去噪阈

值公式为：

狑^１＝

（狔
２
１＋狔

２
２＋狔槡

２
３－
槡３σ

２
狀

σ
）

狔
２
１＋狔

２
２＋狔槡

２
３

·狔１，狔
２
１＋狔

２
２＋狔槡

２
３≥
槡３σ

２
狀

σ

　　　０　 狔
２
１＋狔

２
２＋狔槡

２
３＜
槡３σ

２
狀

烅

烄

烆 σ

，

（１５）

４　基于父系数及邻域系数的ＤＴＣ

ＷＴ图像去噪方法

　　基于父系数及邻域系数的ＤＴＣＷＴ图像阈

值去噪算法流程如下：

（１）对输入噪声图像进行２Ｄ双树复数小波

变换；

（２）假设狑犻犼是第犼级第犻个方向上的高频分

解子图像系数，用公式

σ狀＝ｍｅｄｉａｎ（｜狑
１
１｜）／０．６７４５． （１６）

对噪声方差进行估计；

（３）对变换得到的高频子图像（除了最高层子

图像）的所有系数，进行步骤（４）～（８）的操作；

（４）读取当前系数犢＿ｃｏｅｆ和父系数犢＿ｐａｒ

ｅｎｔ；

（５）计算不包括犢＿ｃｏｅｆ的３×３邻域系数的

方差犢＿ａｄｊａｃｅｎｔ；

（６）用犢＿ｃｏｅｆ的５×５邻域系数估计当前系

数的方差ｖａｒ（狔）；

（７）进行阈值计算：

σ
２
狓＝ｍａｘ（０，ｖａｒ（狔）－σ

２
狀）

犜＝槡３×σ
２
狀／σ狓

． （１７）

（８）用阈值去噪方法进行当前系数去噪

（ａ）计算当前系数、父系数和邻域系数的总

能量的平方根：

犕＝ ｜犢＿ｃｏｅｆ｜
２＋｜犢＿ｐａｒｅｎｔ｜

２＋｜犢＿ａｄｊａｃｅｎｔ｜槡
２．

（１８）

（ｂ）用阈值去噪法进行当前系数去噪：

犻犳（犕＞＝犜）

　　犢＿ｃｏｅｆ＿ｎｅｗ＝犢＿ｃｏｅｆ×
犕－犜
犕

ｅｌｓｅ （１９）

　　犢＿ｃｏｅｆ＿ｎｅｗ＝０

ｅｎｄ

（９）对去噪后的子图像进行２Ｄ双树复数小

波反变换得到去噪结果图像。

５　实验结果与分析

　　 为了验证本文方法的有效性，本文选择Ｌｅ

ｎａ５１２和Ｂａｒｂａｒａ５１２图像作为测试对象，对图像

加入不同程度的高斯白噪声，将基于隐马尔可夫

树模型的小波去噪法（ＨＭＴ）、基于Ｃｏｎｔｅｘｔ模型

的空间自适应小波去噪法、基于父系数的ＤＴＣ

ＷＴ去噪法（ＰＤＴＣＷＴ）与本文算法（ＰＮＤＴＣ

ＷＴ）进行了比较。ＰＮＤＴＣＷＴ中双树复数小波

变换采用ＦＳｆａｒｒａｓ基，分解了６层。

图３为在不同噪声情况下，４种算法去噪后

（ａ）Ｌｅｎａ５１２图像

（ａ）Ｌｅｎａ５１２ｉｍａｇｅ

（ｂ）Ｂａｒｂａｒａ５１２图像

（ｂ）Ｂａｒｂａｒａ５１２ｉｍａｇｅ

图３　四种去噪方法结果对比

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｏｕｒｄｅｎｏｉｓｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ
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的ＰＳＮＲ值的比较结果，图４是Ｌｅｎａ５１２图像去

噪前后测试图像的视觉效果。从实验结果，可以

得出如下结论：

（１）从图３可以看出，ＰＮＤＴＣＷＴ在ＰＳＮＲ

上明显高于其他３种算法。对于测试的噪声级

别，ＰＮＤＴＣＷＴ的ＰＳＮＲ平均高出其它算法０．５

ｄＢ以上。对于图像纹理来说简单的（图３（ａ））要

比复杂的（图３（ｂ））ＰＳＮＲ高。

（２）从图４的去噪效果图比较来看，ＰＮＤＴＣ

ＷＴ在恢复图像轮廓信息方面有较好的效果。图

中大部分的噪声都被去掉，能直观感受到图像质

量的改善。与其它小波去噪算法相比，在不同噪

声条件下，该算法在主观视觉效果上明显占优势，

充分反映了该算法在去噪性能方面的优越性。

（３）ＣＷＴ双树之间的半采样延迟性能以及

均匀采样所产生的６个方向小波较好地限制了

ＤＷＴ下采样所产生的位移变换以及边缘的混淆

现象，由于ＣＷＴ包含了更多的方向信息，相对于

ＤＷＴ来说，对于大尺度的直线边缘降噪后产生

的波纹较少，这可从降噪后Ｌｅｎａ５１２图像的帽沿

看出来；在小的细节上由于更多的方向信息的融

（ａ）原始图像

（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ

（ｂ）加噪图像（ＰＳＮＲ＝１９．１１ｄＢ）

（ｂ）Ｎｏｉｓｙｉｍａｇｅ（ＰＳＮＲ＝１９．１１ｄＢ）

（ｃ）ＨＭＴ（ＰＳＮＲ＝２７．９４ｄＢ）

（ｄ）Ｃｏｎｔｅｘｔ（ＰＳＮＲ＝２８．５３ｄＢ）

（ｅ）ＰＤＴＷＴ（ＰＳＮＲ＝２９．０１ｄＢ）

（ｆ）ＰＮＤＴＷＴ（ＰＳＮＲ＝２９．５１ｄＢ）

图４　Ｌｅｎａ５１２去噪效果图

Ｆｉｇ．４　ＤｅｎｏｉｓｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＬｅｎａ５１２
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合使得多纹理的复杂边缘比起ＤＷＴ来说降噪效

果更为清晰，这可以从降噪后Ｌｅｎａ５１２图的头发

部分的纹理清晰程度看出。

（４）从图象的整体效果来看，ＰＮＤＴＣＷＴ图

像降噪算法能够很好地保持图像边缘和细节并抑

制混淆现象，且降噪后的图像较为清晰。

６　结　论

　　 双树复数小波变换是在小波变换的基础上

提出的一种新的信号分析方法，该方法克服了经

典实数小波变换的缺点，具有平移不变性、良好的

方向性和精确的相空间信息，因此可以提高图像

的去噪效果，并达到较好的视觉效果。本文首先

根据高斯噪声模型推导得出一个小波系数去噪的

阈值计算公式，然后提出了一种新的基于双树复

数小波变换的图像去噪方法ＰＮＤＴＣＷＴ。因为

去噪中利用了父系数及相邻系数的相关性，确定

的阈值更精确，取得了良好的去噪效果。实验结

果表明ＰＮＤＴＣＷＴ去噪图像的ＰＳＮＲ比其它去

噪方法高０．５ｄＢ以上。由去噪结果图像可以看

出，该方法能有效地保护图像纹理信息，去噪图像

中物体的细节部分比较清晰，物体边缘连续性比

较好。应注意的是，因为２Ｄ双树复数小波变换

具有数据冗余度，其变换系数比输入信号需要更

多的存储空间，所以不适合于图像的压缩。
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ｈｅｒｅｎｔｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｕｓｉｎｇｄｕａｌｔｒｅｅ

ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｗａｖｅｌｅｔｓ［Ｊ］．犐犈犈犈 犜狉犪狀狊犪犮狋犻狅狀狊狅狀

犐犿犪犵犲犘狉狅犮犲狊狊犻狀犵，２００８，１７（７）：１０６９１０８２．

［１２］　ＭＡＲＫ Ｍ，ＮＩＣＫＫ．Ｉｍａｇｅｄｅｎｏｉｓｉｎｇｕｓｉｎｇｄｅｒ

ｏｔａｔｅｄｃｏｍｐｌｅｘ ｗａｖｅｌｅｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ［Ｊ］．犐犈犈犈

犜狉犪狀狊犪犮狋犻狅狀狊狅狀犐犿犪犵犲犘狉狅犮犲狊狊犻狀犵，２００８，１７（９）：

１５００１５１１．

［１３］　肖弘智，闫敬文，屈小波．基于Ｓｕｒｆａｃｅｌｅｔ变换的

１２９第４期 　　卢　刚，等：由双树复数小波变换的父系数及邻域系数实现图像去噪



３ＤＣｏｎｔｅｘｔ模型视频去噪新方法［Ｊ］．电子学报，

２００８，３６（７）：１４６０１４６４．

ＸＩＡＯＨＺＨ，ＹＡＮＪＷ，ＱＵＸＢ．Ａｎｏｖｅｌｖｉｄｅｏ

ｄｅｎｏｉｓｉｎｇｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈ３ＤＣｏｎｔｅｘｔｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎ

ｓｕｒｆａｃｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ［Ｊ］．犆犺犻狀犲狊犲犑狅狌狉狀犪犾狅犳犈犾犲犮

狋狉狅狀犻犮狊，２００８，３６（７）：１４６０１４６４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１４］　ＬＥＶＥＮＴ Ｓ，ＩＶＡＮ Ｗ Ｓ．Ｂｉｖａｒｉａｔｅｓｈｒｉｎｋａｇｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆｏｒｗａｖｅｌｅｔｂａｓｅｄｄｅｎｏｉｓｉｎｇｅｘｐｌｏｉｔｉｎｇ

ｉｎｔｅｒｓｃａｌｅｄｅｐｅｎｄｅｎｃｙ［Ｊ］．犐犈犈犈犜狉犪狀狊．狅狀犛犻犵

狀犪犾犘狉狅犮犲狊狊犻狀犵，２００２，５０（１１）：２７４４２７５６．

作者简介：

　

卢　刚（１９７７－），男，重庆人，厦门大学

通信工程系博士研究生，主要研究方向

为图像／视频压缩和去噪。Ｅｍａｉｌ：ｌｕ

ｇａｎｇ５１８＠１２６．ｃｏｍ

寇业泉（１９８６－），男，福建泉州人，２００８

年毕业于厦门大学通信工程系，获工学

学士学位，现为厦门大学通信工程系硕

士研究生。主要研究方向：图像／视频

压缩和去噪。Ｅｍａｉｌ：ｙｅｑｕａｎ０１０＠ｓｉ

ｎａ．ｃｏｍ

张建中（１９６３－），男，四川成都人，工学

博士，教授，博士生导师，主要从事智能

信息处理、随机信号处理、成像与图象

处理、通信网络分析等方面的理论及其

应用 研 究 工 作。Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｊｚ＠

ｘｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

导师简介：

　闫敬文（１９６４－），男，吉林磐石人，博

士，博士生导师，汕头大学电子工程系

教授，中国通信学会会员，中国图像图

形学会理事，主要研究方向为小波理论

及其应用、图像压缩、图像处理和分析、

遥感图像处理及其软件开发等。Ｅ

ｍａｉｌ：ｊｗｙａｎ＠ｓｔｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

●下期预告

微切削加工中切削力的理论与实验

李晓舟，于化东，许金凯，李一全，赵　平

（长春理工大学 机电工程学院，吉林 长春１３００２２）

微切削过程中的切削力严重影响刀具寿命及零件加工精度，因此，深入研究微切削过程中的切削力

变化规律及影响因素，是确定合理加工参数、加工工艺及提高加工系统性能的基础。本文在考虑刀具钝

圆半径存在的条件下，采用轴对称原理建立了微切削力理论公式及微切削模型，通过实验研究了切削用

量、刀具材料及工件材料对切削力的影响，验证了理论分析的正确性。研究结果表明：在切深ａｐ为

０．００２～０．０３２ｍｍ，进给量犳为０．０１～０．２０ｍｍ／ｒ，切削速度狏为２０～１２０ｍ／ｍｉｎ情况下，犉狕的变化范

围为１０ｇｆ～１０
３
ｇｆ，犉狔的变化范围为４ｇｆ～７０ｇｆ；减小刀具钝圆半径会减小刀具后刀面与工件的接触长

度，并且会减小切削刃以下部分金属的变形，有利于获得高质量的加工表面；控制切削层厚度与刀具钝

圆半径比值可实现控制切削速度对切削力的影响；控制走刀量、切深与刀具钝圆半径比值可实现控制切

削力犉狕／犉狔比值。
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